VYSOKE UCENI TECHNICKE V BRNE
FAKULTA STAVEBNI

MATEMATIKA 1

MODUL 7
NEURCITY INTEGRAL

BN
I —

, STUDLINI OPORY
PRO STUDIJNI PROGRAMY S KOMBINOVANOU FORMOU STUDIA



http://www.fce.vutbr.cz

Typeset by IXTEX 2¢
© Josef Danécek, Oldtich Dlouhy, Oto Pribyl 2004



Obsah

1 Uvod
1.1 Cilemodulu.. . . . . . . . ..
1.2 Pozadované znalosti. . . . . . . . . . ...
1.3 Doba potiebnd ke studiu. . . . . . ... oo L
1.4 Klicovaslova. . . . . . . . . . e

Zakladni pojmy.
Zakladni integracni metody.

Integrace racionalnich funkci.

Integrace goniometrickych funkci.

5.1 Prvnityp . . .. ..o
5.2 Druhytyp . . .. ...
5.3 Tretityp. . . . . . o oo

Integrace iracionalnich funkci.

6.1 Prvnityp . .. .. ... ... ... ..
6.2 Druhytyp . .. ... ...

7 Kontrolni otazky.
8 Autotest.
9 Vysledky cviceni a autotestu.

10 Studijni prameny.

A Vzorova zadani kontrolnich testu.

11

15

20
20
22
23

23
24
25

31

32

32

36

37



1 Uvod

1.1 Cile modulu.
Odstavec 2. Porozumét pojmum primitivni funkce a neurcity integral, uvédomit

si, ze primitivni funkce byly definovany na otevienych intervalech. Znat zakladni
vlastnosti neurcitého integralu. Po prostudovéani byste méli byt schopni nalézt
po upravach primitivni funkce k ruznym jednoduchym funkcim, urcit obory
platnosti a zkontrolovat si derivovanim spravnost vysledku integrovani.

Odstavec 3. Dobré znalost tabulky primitivnich funkei a oboru platnosti je nezbyt-
nou podminkou pro zvladani dalsiho textu. Po prostudovani byste méli umét
rozpoznat, kdy je vhodné pro vypocet integralu pouzit metodu per partes,
kdy a jakou substitu¢ni metodu a spravnou volbou slozek nebo substituce jej
vytesit. K ziskani této schopnosti je nezbytné si vytesit dostatecné mnozstvi
prikladu, coz ostatné plati pro vsechny odstavce tohoto modulu.

Odstavec 4. Po prostudovani byste méli umét zintegrovat parcialni zlomky, které
odpovidaji jednonasobnym nebo vicendsobnym realnym kofentim jmenovatele
racionalni funkce a dvojicim jednondsobnych komplexné sdruzenych kotent.
Seznamite se také s rekurentnim vzorcem a s vypoctem integrali parcidlnich
zlomku, odpovidajicich dvojici vicenasobnych komplexné sdruzenych kotent.

Odstavec 5. Naucite se, jak volit substituce, abyste prevedli integraly nékterych
goniometrickych funkci na racionalni funkce. Méli byste umét pouzit tyto jed-
notlivé goniometrické substituce. Na zakladé znalosti vztahu mezi goniomet-
rickymi funkcemi umét vypocitat integraly ze soucint funkei sinus a kosinus
ruznych argumentu.

Odstavec 6. Seznamite se s tim, jak muzete racionalizovat nékteré integraly ob-
sahujici odmocniny. Je zapotfebi umét tyto substituce spravné urcit a je-
jich pouzitim prevést integrand na racionalni funkci. Pfipomeneme si, ze pro
vypocet nékterych typu integralt obsahujicich odmocniny muzete pouzit 1.
substituéni metodu nebo metodu per partes. Také tyto pocetni postupy musite
zvladnout.

1.2 Pozadované znalosti.

Dobie ovladat derivovani funkci, rozklady racionalnich funkeci na parcidlni zlomky,
znat zakladni vztahy mezi goniometrickymi funkcemi.

1.3 Doba potrebna ke studiu.

Priblizné lze odhadnout potiebnou dobu ke studiu jednorozmérného integralu na 15
hodin. Pro ziskani zkusenosti a zru¢nosti ve vypoctu primitivnich funkci bude jesté
ziejmeé zapotiebi dalsi ¢as zavisly na dosavadni pocetni praxi studenta.
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1.4 Klicova slova.

Primitivni funkce, neurcity integral, vlastnosti neurcitého integralu, metoda per
partes, prvni a druha substituéni metoda, integrace racionalni funkce, integrace go-

niometrickych funkci, integrace iracionalnich funkei.



2 Zakladni pojmy.

Definice 2.1. Rekneme, Ze funkce F je primitiond funkei k funkci f
na otevrreném intervalu I C R, jestlize pro kazdé x € I plati

Poznamka 2.1.

(a) Necht F je primitivn{ funke{ k funkci f na otevieném intervalu I. Potom funkce
F.(x) = F(z)+ ¢, x €I, kde ¢ € R je libovolna konstanta, je také primitivni
funkei k funkci f na intervalu 1.

Y . y=FXx)tc

y=Fx)

\4

Obrazek 1: Nejednoznacnost existence primitivni funkce.

(b) Pro libovolny bod zy € I a kazdé yo € R existuje jedna primitivni funkce F
k funkci f na I, pro kterou plati F(xy) = yo (graf funkce F' prochazi bodem

[0, Y0))-

(¢) Funkce F je spojita na intervalu I.

Poznamka 2.2. Jsou-li ', G primitivni funkce k funkci f na otevieném intervalu
I, pak existuje takové ¢islo ¢ € R, ze plati G () = F (x) + ¢ na I. Mnozinu vsech

téchto primitivnich funkci obvykle nazyvame neurcitym integralem funkce f na I a

znacime jej [ f (z)dx.



Poznamka 2.3. V literatufie je mozné se také setkat s definici primitivnich funkci
na obecnéjsich mnozindch, nezli jsou intervaly (napf. sjednoceni intervali). Tato
obecnéjsi definice viak mé nékteré nevyhody (napf. primitivni funkce se nemusi lisit

o konstantu).

V dal$im textu se seznamime s ruznymi metodami vypoctu primitivnich funkci. Je

vhodné si ale uvédomit, ze i kdyz ndm nésledujici Véta 2.1 zarucuje existenci prim-
itivni funkce ke kazdé spojité funkci na otevieném intervalu, presto se v aplikacnich

ulohach vyskytuji takové spojité funkce na intervalu, k nimz neexistuji primitivni

funkce, které se daji vyjadrit jako konecné linearni kombinace funkci slozenych z
elementarnich funkei. Patii k nim napf.

* 1
/e—dx, /e_””2 dz, /sina:2 dz, /wdx, /—2d9:
x x 1 —k%2sin”x

kde 0 < k < 1, apod. Rikdme pak ¢asto, zZe tyto integraly jsou tzv. neelementarni.

2.1. Kazdad funkce spojitd na otevieném intervalu I md na tomto intervalu
primitivni funkci.

Piiklad 2.1. Ukazeme ptiklad konstrukce primitivni funkce F' k funkci f v inter- E]
valu (0,2). Funkce f je ddna takto:

= z € (0,1],
f) _{ 1, v e (1,2).

Podle Véty 2.1 primitivni funkce existuje. Zvolme primitivni funkce v jednotlivych
intervalech takto:
1
Fl(x):§x2, z e (0,1), F(z)=z+d, z€(1,2),

kde d je konstanta. Protoze funkce F' musi byt spojita, zvolime konstantu d tak, aby

. . 1
Jip, Falw) = Jim Fi(o) =3
Odtud d = —1/2. Tedy celkem
1
5.@27 x € (O, ]_],
Pay={ 2
T =5 x € (1,2)
Pritom
p_1_1 2 1
/ o 1: 2 2 / _ 1 2 2 _ "1 _
R =t T L P = S D e 0

Vidime tedy, ze funkce F' je spojitd v bodé 1 a F'(xz) = f(x) pro kazdé x € (0, 2).
Je tedy funkce F' primitivni k funkei f na (0, 2).
Grafy funkci f a F jsou znazornény na obrazku 2.
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Poznamka 2.4. Funkce g definovand na intervalu (0, 2) takto

{x, z € (0,1],

g(x) =
2, z € (1,2),
nema na tomto intervalu primitivni funkci ve smyslu nasi definice.

Poznamka 2.5. Existuji vSak i nespojité funkce, k nimz je mozno nalézt primitivni
funkce.

2.2. Jestlize existuji primitivni funkce k funkcim f a g na otevreném inter-
valu I, pak plati

/cf(x)dm = c/f(x)dx,
JG@+gandr = [f@)de+ [g()da.

kde ¢ # 0 je libovolnd redlnd konstanta.

Obrazek 2: Priklad 2.1.

)




Poznamka 2.6. Zobrazeni A f — [ fdx je linedrni zobrazeni linearniho prostoru

C°(I) do linearntho prostoru C* (I). Toto tvrzeni plyne z Véty 2.2.

Tabulkové integraly.

7 tabulky derivaci dostdavame okamzité tabulku primitivnich funkei. V nésledujicich

vzorcich je ¢ € R libovolnéd konstanta:

n+1
/x"dx — +c,
n+1
a+1
/wadw — + ¢,
a+1

1
/—dac = Inl|z|+¢,
T

T

r€R, x € NU{F},
x € (0,00), a € R, a# —W,

z € (0,00) nebo x € (—00,0),

/a:”dyc = la +c¢, x€R, O>F o#WKjekonstanta,
na
/sinxdx = —cosr+c, x€R,
/cosxdx = sinz+c¢, z€R,
1
/,2 de = —cotx+e, z€(km,(k+1)m), keZ,
sin® x
1
/Cos%dx = tgrte, xe((2k—1)m/2, (2k+ Dr1/2), k€ Z,
1
———=dx = arcsinx+c¢, z€(—1,1),
/\/1—x2 ( )
1
/1+x2d$ = arctgr +c¢, x€R,
/sinhazdaz = coshz+c, xeR,
/coshxdx = sinhx+¢, = €R,
1
/ s—dr = tanhz+¢, z€R,
cosh” x
1
/#dx = —cothz+¢, =z €(0,00) nebo z € (—o0,0).
sinh” x

Poznamka 2.7. (k druhému vzorci v predeslé tabulce - moznost rozsiteni inte-

gracnich oboru)

Je-lia =p/q € Q, a# —1, p, ¢ nesoudélnd, pak



q sudé, pak z € (0, 00),

jelia>0a
q liché, pak x € R,

q sudé, pak x € (0, 00),
jelia<0a
q liché, pak = € (—o00,0) nebo z € (0, 00),

Priklad 2.2. Hmotny bod koné piimocary pohyb takovy, Ze jeho zrychleni roste

rovnomeérné s casem a za prvnich 10 s pohybu naroste z nulové hodnoty na 5m - s~2.

Jaka je rychlost pohybu hmotného bodu v ¢ase ¢ = 10 s a jakou drahu hmotny bod
vykonal, jestlize v case t = 0 byl v klidu?

Reseni. Ziejmé pro zrychlenf a plati a = kt, kde k = ay9/t1o = 1/2m - s73. Odtud
1
v(t) = /a(t) dt = /ktdt = iktz + c.

Protoze v(0) = 0 dostdvame, ze ¢ = 0. Odtud v(10) = 25m - - -~!. Pro drdhu s mame

k 1
s(t) = /v(t) dt = §/t2dt = 6kt3+d.

Vzhledem k tomu, Ze s(0) = 0 dostavame, ze d = 0 a tedy s(10) = 83.33 m.

Cviceni 2.1. Uzitim zakladnich vztahu spoctéte dané integraly na danych oborech:

a) /(x‘g—;—i-%—i— 6>dx na (0,00);

2 /12

=322 -1

b) ———— dx na (0,00);
Vi
r—1
c) T s dz na (0,00);
2
d) 7(:08,:[ dz na (—W,gﬂ);
1+sinzx 2" 2

e) /sin2§ dr naR;

f) /thx dz na <_72r772r)

10
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3

Zakladni integracni metody.

3.1. (Pruni substitucni metoda.) Necht funkce f md primitivnd funkci F' na
otevreném intervalu J. Necht funkce p zobrazuje otevrens interval I do J a md na
intervalu I konecénou derivaci. Potom F o ¢ je primitivni funkci k funkci (f o @) ¢’
na tntervalu I a plati

[ o) ¢ (i =F o) +e cek

Diikaz. Plyne piimo z véty o derivaci slozené funkce.

Piiklad 3.1. Vypoctéte primitivni funkei k dané funkei ¢g(¢) na daném intervalu:

a)

g(t) =tcos(t> + 1) na R.

Reseni. Dand funkce je spojitd na R a podle Véty 2.1 existuje primitivni

funkece.
2 _ 1
framEe)ir = |k 7 5 |- ot
= 1sir13v+c:lsirl(tQ—i—l)%—c
2 2 '
()= - naR
= _— nalR.
J 31 2t
Reseni.
2
t 2 = u 1 1
/7dt — szidu
3+ 2t 21dt = du 2J 3+2u?
2
= 5/ —met=
1 / 1 d 1 ‘ L
— Tr = arc i C
G 1+a2 26 e

V6 t2\/6

= Earctg 3

+c.

3.2. (Druhd substitucni metoda.) Necht funkce ¢ zobrazuje otevieny interval
I na interval J a necht md koneénou derivaci o' # 0 na I. Je-li G primitivni funkci
k funkci (f o @) ¢’ na I, pak funkce G o o~ je primitivni k f na J a plati

[1@de= [ Fe@) @@ =G)+e=G (@) +e

11



Dukaz. 7Z predpokladu, ze ¢ # 0 plyne, ze funkce ¢ je spojitd a ¢’ > 0 nebo
¢ < 0. Z tohoto dostdvame, ze funce ¢ je ryze monotonni a existuje tedy inverzni
funkce ¢!, kterd je spojitd a ma konecénou derivaci. Pro libovolné = € J tedy plati

-1 ! 1 —1 -1 ! ' 1
(G @) = ¢ (@) (@) =75
, 1
= o)) S = £ et) = fl)

Priklad 3.2. Vypoctéte primitivni funkei k funkei v/1 — 22 na intervalu J = (=1, 1). E]

Reseni. Polozme o(t) = sint, [ = (—7/2,7/2), ¢ : (—7/2,7/2) — (=1,1), @' #0
na J.

x = sint = p(t)
/\/1—x2dx = t = arcsinz = ot (t) :/\/1—sin2tcostdt
dr = costdt

= /]cost]costdt:/cosztdt

1 9 1 1
- /+COS dt:<t—|—sin2t>
2 2 2

1 1
= —(t+sintcost) = 3 (t—l—sintx/l—sin%)
(arcsinx +zv1— .rQ) + c.

N — DN

3.3. (Metoda per partes.) Necht funkce u, v maji spojité derivace na otevieném
intervalu I. Potom na I plati

/u(m)v/ (x)dz + /u/ (x)v(x)de = u(x)v (z).

Dikaz. Plyne z véty o derivaci soucinu funkci a definice primitivni funkce.

Piiklad 3.3. Vypoctéte primitivni funkci k dané funkci na daném intervalu: E]
(a) f(x)=ze” naR.
Resen.

/xe‘” dzr =

u(z) =z v (r)=¢€"

:xem—/e‘”dx:(x—l)ex—l—c.
u(x)=1 v(x)=¢e"

12



(b)

f(z) =Inz na (0,00).

ResSeni.

‘:xlnx—/dx:x(lnx—l)—i—c.

Reseni
102 u(z) = In’z, v'(z) = % In2
/ngsndx - :_n$+217
T U/(ZL') _ 21;117 U(ZE) — _% x
kde
Inz u(lz) = lnz, v(z) = %
z u(z) = 1 v(z) = —2
Inz 1 Inz 1 Inz+1
T T T T T

Celkem tedy

/anxd In’z+2Inx + 2
Tr=—

- +c, r € RT.
T T

f (z) = 2* arctg x na R.

Reseni.
u(r) = arctgx, v'(z) = 2°
3 _
/:v arctgrdr = . -
u'(x) = @, U(.CE) = 47
z? ¢ /x — 1)+
= “arctgx — - dz
4 & 2+ 1
4 1
D R
z? ; 1 (23 4 arct
= “arctgxr — - | = —z +arctgzx
g T3 &
zt—1 . x3+az+
= I —_
g MesTT I TyTe

13



Priklad 3.4.

Reseni.

/em sinx dz

Tedy

Vypoctéte integral

[:/e“sina:da: na R.

u(z) =e* ' (x) =sinzx

u (z) =e* v(x)=—cosx

u(z) =e* V' (x) =cosz

u (z) =€ v(x)=sinzx

I =¢"(sinz —cosz) — I,

a odtud pro x € R

= —ea’cosx—k/excosxdx

=e"(—cosz +sinz) — /ex sin x dz.

1
/ez sinzdz = iex(sinx —cosz)+c¢, ceR

Poznamka 3.1. Analogickym zpusobem lze pocitat integrély

/ e sin bx dx, / e cos br dx

kde a, b jsou libovolné realné konstanty.

Priklad 3.5. Kombinaci proni substitucni metody a metody per partes vypocitejte

integraly

ResSeni.

na R,

I:/:U5 e’ dex, J:/arctgxdx na R.

e =1 1
= == / et dt
2vdxr = dt 2
u(t) = 2, V() = € 2 ot t
= = — /t e’ dt
ut) = 2t o) = € 2
u(t) = t, V() = € 2 ot
— = € —t €t —|— /et dt
W) = 1, o(t) = é 2
e (2% — 222 4 2)
—_= C.
2 )
u(z) = arctgz, v'(x) = 1
— 1 = rarctgr — Jy,
u'(x) = 1522 v(z) = =

&



kde

1+22 =t 1 1
:§ln|t]:§1n(l+x2)+c.

X
Jl—/1+x2dl’—

Celkem tedy

rdr = %dt

1
/arctgxdx = rarctgx — 3 In(1+ 2?) +c.

Cviceni 3.1. Uzitim substitu¢nich metod spoctéte dané integraly na danych oborech: \h’(

1 3 =
2) /3—4x dr na (4’00);
D[ g (17),
cost x 272
) A R
c ———— dzr nakR;
V5 + a?
.3
arcsin® x
d ————=dz na (—1,1);
v
1
e) /— dz naR;
x? +4x + 29
1
f /— dr mna (=5,1).
) Vb —dx — 22 ( )
Cviceni 3.2. Uzitim metody per partes spoc¢téte dané integraly na danych oborech: ‘D//j

a) /x cos(4x +3) dz nalR;
b) /x sinz dr naRR;

c) /logx dz na (0,00);
d) /arctg 3z dz naR;

e) /eh cosbr dr naRR;

In®
f) /x3 dz na (0,00).

4 Integrace racionalnich funkci.

Jak 71z vime z teorie raciondlnich funkci, miuZeme zadanou ryzi raciondlni funkci

:



rozlozit na parcidlni zlomky tvaru
A I Bx +C
(az +b)' (pz2 + qz +1)F

kde k, 1 € N, a #0,p #0, ¢>—4pr < 0, A# 0 a B>+ C? £ 0. Je ziejmé, ze
pro integraci parcidlnich zlomku typu (I) muzeme pouZit substituci ax +b =t, kterd
prevede tento typ na tabulkovy integrdl [ t~! dt.

Piiklad 4.1. @
1 3r+4 =
—  dr= (/ dt = L+
/ (3z +4)° ’ 3dz = dt ‘ 3 3x—|—4)

kde z € (—o0, —4/3) nebo = € (—4/3,00).

v v s

zabyvat pripadem, kdy k = 1. Pak je vhodné upravit mtegmnd na tvar

f@) 1
Mo T ey

ktery 7iz snadno integrujeme pomoci proni substitucni metody.

Piiklad 4.2. Vypoctéte integral E]

| s
—  dx
22+ 3x+3

Reseni. Integrovand funkce je definovang pro véechna z € R a 22 4+ 3z + 3 > 0 na

R.

/fdx:/é@“?ﬁ—gdx
x2+3x+3 2 +3zx+3
2 3 3 1 1 3
/ SR U Ay (R WS R
9 22 4+3x+3 2J) 22+ 3x+3 2 2

> +3x+3 = t,

_ t>0| g1
h 2z +3)dz = dt “/tdt—lnt—ln(x + 3z +3),
b= [ ararrste=s ) | =
t (x+3) j 3 2a:+3 b @dt

2\/_/ \/g tot 2\/3 tot 2\/§ ¢ 2x 4+ 3
= = arctgt = —— arctgt = —— arctg ———.
2 g Arelet = mpmardis b= mymarte o

16



Celkem | 5 .
5]1 — 5]2 = §1n(x2 + 3z 4 3) — V3arctg

kde ¢ € R je libovolné.

Priklad 4.3. E]

20+ 3

V3

+ ¢,

20+ 1 1 18x +6 q +1/ 1 ]
2l ol 846 Lo 1
922 4+ 62 + 5 9J) 922 +6x+5 3) 922462 +5
= lni
= gh+3h
|92+ 645 =t | 1. B 2
L = ‘ (18x 4+ 6)dx = dt‘—/tdt—ln|t|+cl—ln(9x +6245)+ ¢
L, = /—d _ :7/ N
: (B +1)2+4 v ‘ 3dr = dt‘ 3) 214
1 3z +1
= —arctg + .
6
Celkem dostavame
2v+1 1 1 N
- :71 92 6 5 L t ‘
922 + 62 +5 X 9n($+ x + )—I—18arcg 5 Tt

Zbyvd ndm integrace parcidlnich zlomki tvaru

Br+C k>1 keN.

(pa? + gz + )"

Nejdrive upravime integrand na tvar

(f(x))"

Proni scitanec integrujeme podle pruni substitucni metody, ve druhém scitanci up-
ravime vijraz 1/ (f(x))" na tvar 1/ (12 + az)k a primationd funkci urcime uzZitim rekurentniho
vztahu

1 1 t 1
dt = 2k —1 /7 dt | .
/ (t2 + a2)k+1 Qka2 <(t2 + a2)k + ( ) (t2 + a2)k >

Nyni si tento rekurentni vztah odvodime uzitim metody per partes. Oznacme

1
Jk:/ikdt.
(12 + a?)

17




- + Qk:/t2 dt
(2 + a2)* (2 + a2)**!
t t2 2\ _ 2

- m + 2k/(—iw¢)a dt

a

¢

= 7+2k/7dt—2ka2/7dt
(2 + a2)* (2 + a2)* (2 + a?)*!

a odtud dostdvdame rovnici

t
Jpy = ——— +2kJ, — 2ka* J.q.
k (tQ N a2)k k k+1

Piiklad 4.4. Vypoctéte integral

1
/ 1dx na (1, 00).

1'3—
Reseni.
T+ 2 1
- S e S [
/x3—1 3/:1:—1 v pepny U L)
x—1 =1¢ t>0| 1
e ‘—/dt—lnt—ln(x—l),
oz +1)+ 2 2 + 1 3 1
e =T P
2 2?2 +x+1 ) ey e
1 3
= —Ji 42
5 1+22
e+l =t 1 )
Ji 2z +1)dz = dt —/;dt—lnt—ln(a: +z+1)
1 4 1 =t
ho= [ te=g [ e de= | T
(-T+§) + 3 (%)—Fl r = 5
2/ e 2 retat = 2 arote 251
= — | m——dt = —=arctgt = —=arctg ——— +¢
VR RV B RV R VE

Celkem tedy

1 2 1
/ 5 1dx:1n\3/x—1—lnv6$2+x+1——arctg vt +c
.1’ J—

pro z € (1,00).
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Piiklad 4.5. .2

2 — 1
/ 2$+3 sdr = / 28$ dx—i—4/ 5 dz
(422 — 4z + 3) 4J) (422 — 4z + 3)? ((Qx_ 1)2+2>

1
= —-I; +4I
41+ 2,
4a? —4x+3 = ¢ 1 1
L= ’ 8z —4)dx = dt|_/252dt__t+Cl__4m2—4x—|—3+cl
1 2r—1 =t 1 1
- e | \:/dt
((293—1)2+2)2 2de = dt| 2/ (242)

1 t / a 1 t 1 t n
= —|—— - — c
2 \4(£2 +2) i) e2Y) Tsleme T A V2 2
1 20 — 1 1 : 20 — 1 .
= - |————— arc Co.
s\ — w3 T BT 2
Zavérem mame
/ 20 + 3 q 4or — 3 n 1 ; 2x—1+
T = arc c.
(422 —dz+3)° 44?40 +3) 22 P\
Cviceni 4.1. Spoctéte dané integraly na danych oborech: \E,f
) / 4r — 1 d R
s na R:
? 2 tbrt7 o AR
2x 4+ 3

4 2
. )
/I ba” T2 dz na (0,2);

x4 — 223

d) /Md (0, 00) ;
Bttt na 5000

3z? —4 4
/x s dz na (—o00,0);

r3 — 222 + 2%

f) / slnz 3 dz na (0,00).
x(lnza:—ln:c—l—l)
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5 Integrace goniometrickych funkci.

Zavedeme nejprve pojem polynomu n proménnych:

mi  ma mMn
Plup,ug, .. yun) = D 3 0 > gy mpu us?

k1=0 ko=0 kn=0

kde n € N, ap,x,. x, € R, ki, m; jsou celd nezdporna cisla.

P R T
R(Ul,Ug,...,Un): (u17u27 U )
Q(Ul, U, . . . ,U,n)
je raciondlni funkce n proménnych.
Rozlisime tii zdkladni typy integrali.
5.1 Typ [ R(sin z,cos x) dz.
Necht Plu.v)
U, v
R(u,v) = ’
= Q)

je raciondlni funkce dvou proménngch v = sinx a v = cosx.

kn

n

Integraci funkci tohoto typu lze prevést na integract funkci raciondlnich v proménné

t zavedenim nasledujicich substituci:
1) Plati-li R(—u,v) = —R(u,v), poloZime cos © = t.
2) Plati-li R(u,—v) = —R(u,v), poloZime sin x = t.
3)  Plati-li R(—u, —v) = R(u,v), polozime tg © = t.
4) V ostatnich pripadech poloZime tg 5 = t.

Pti zavedeni substituce tg © =t vyuzijeme

tyto vztahy (pro lehké zapamatovéni je
muzeme ziskat z nasledujiciho obrazku:)

1 t

CoST = , sinx =

142 VIt

Pri substituci tg § = t dostaneme:
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N R e
cosr = cos -~ —sin” - =

2 2 14t
: 9gin ~ x 2t
sinx = 2sin_—cos— = .

2 2 1+

Piiklad 5.1. Vypoctéte primitivni funkci k funkci
3

cos’ x
1+4sin’x
na intervalu R.
Reseni. oy g
R(u,—v) = T2 - v aR —R(u,v).

Zvolime substituci sin z = t.

ﬂdx— Sinx:t‘_ 1-#

1 +4sin®z T | cosadr = dt | ) 1442

1/<1+ 0 )dt 1<t+5 t2t>+

= = - — = = — | — — arc

1 1+ 4¢2 1 g A1CtE ¢
1

5
= 3 (— sin = + 3 arctg(2sin 93)) +c.

Priklad 5.2. Vypoctéte primitivni funkei k funkci

1
4sin® x — 4sin zcos z + 7cos? x

na intervalu (0, 7/2).

Reseni.
R(-u, ~v) : 1 R(u,0)
u, —v) = = = R(u,v).
’ 4(—u)? —4(—u)(—v) + 7(—v)?  4u? — duv + Tv? ’
Zvolime substituci tg = = t.
1
4sin? o — 4sin xcos x + Tcos? x
tgx =t sinx = ﬁ
- r = arctgtdt cosxz = ﬁ
1
R | |
- ra oyt mmae = e
<4l+t2 —et 71+t2> (2t = 1)"+
1 2t — 1 1 2tg v — 1
= arctg +c=—F=arctg——+c¢

26 V6 2/6 V6
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Piiklad 5.3. Vypoctéte primitivni funkci k funkci

1
4 —Hsin x
na intervalu (0, 7/4).
Reseni. Zvolime substituci tg 3 = t.
1 tgs =t sinx = %i—tg
———dx = = 2arctgt =
/4—5sinx x arctg t cos x ez

der = -2,dt

142

P) 1
_ / dt:/idt
(4_ lﬂt)(1+t2) 2t2 — 5t + 2

1412

1 1 9 1
_ 2 _ S (-2 —In|2t —1
3/(75—2 2t—1>dt+c 5 (Inft =2 —In ) +e

tgs —2

th§_1‘+c.

1
= ln’
3

5.2 Typ [sinaxsinfx dz.
Necht «, 3 € R. K vypoctu integrali

/ sin o sin (x dzx, / sin azx cos Bx dx, / cos aux cos Bx dx.

pouzijeme vzorce

sinaxsin fr = ; [cos(a — )z — cos(a + ()],
cos ax cos fr = ; [cos(av — )z + cos(a + B)x] ,
sinaz cos fr = ; [sin(a + B)x + sin(a — B)x].

Piiklad 5.4. Vypoctéte primitivni funkci k funkci sin 3z cos 2x na R.
Reseni. Pouzijeme vzorec

sin ax cos fr = ; [sin(a + B)x + sin(a — B)x] .

1 1 1
/sin3xcos2xdx: 5/(sin5x+sinx) dz = —1—00055:1:— icosa:vLc.

22



5.3 Typ [sin™ xcos™ x dz.

Necht m, n jsou celd nezdpornd a sudd c¢isla. Pro vijpocet integrdlu
/ sin™ x cos" x dx
pouzijeme vzorce

(14+cos2x), sin2x =2sinzcosz.

N | —

1
sin®z = 5 (1 —cos2x), cos’zw =
Piiklad 5.5. Vypoctéte primitivni funkei k funkei sin? z cos? x na R.
ReSeni.
-4 2 Loy oo 1
/Sm rcosxzdr = Z/sm 2xsin” xdr = 1—6/(1 — cos4x) (1 — cos2zx) dx

= (1 — cos2x — cos4x + cos4x cos 2z) dx

1

= (/ dq:— cos4xd:z:—/cos2xdx+/cos4x0082xdx)
1 1 1 1 1

= 6( 4sm4x—2sm2x+4sm2$+1251n6$>+c

_ ( L sindz — Lsin2e + - sin6 >+

= 1 4s1n x 4sm T+ 5 sin 6z c.

Cviceni 5.1. Spoctéte dané integraly na danych oborech:

: 2
sin x cos®
a) /7dx na R;

cos?x +1
.5
sin® x cos T
b na (—m,m);
) 1+ 2cosz +cos?zx (=m,7);
.3
sin® x
c) ——— dz naR;
2+ cosx

1
/7 dr naRR;
1+ cos?z

1
e) / — . dr na <0,7T>;
sin“z + 3sinx cosx 2

1
f) /cosa:—2sinx+5d$ na R.

6 Integrace iracionalnich funkci.

Opét odlisime dva zakladni typy integréalu iraciondlnich funkei.

23
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6.1 Typ [R(x, (il ¢eth . afetd) dg.

Necht R je raciondlni funkce m + 1 proménngjch. UvaZujme funkci

\/ax—l—b \/aa:—i—b ar +b
Rz % ? o
"VNex+d Vex+d 7 cx+d]’

kde a, b, ¢, d € R, pricemz ad — bc # 0.

Integraci funkci tohoto typu lze prevést na integraci funkci raciondlnich v proménné
t. Vyjdeme-li ze vztahu

S
Y

ax—l—b_
cr+d

kde s je neymensi spolecny ndsobek cisel qi, qo,...,qm, dostaneme

dt® —b
xr = .
a — ctf
Priiklad 6.1. Vypoctéte primitivni funkei k funkei E]
1 [4x +1
z\ x—1
na intervalu (1, 00).
Reseni.
1[4z +1 el = g2 o
/\/ I - RV
z\ z—1 r = 1)
t2 1 1 1
— 10 dt:2/<— - )dt
(t2+1) (12 —4) t2+1+t+2 t—2
t+2
= 2In ti—Q —2arctg t+c
4a+1
1 T2 r+1
— B S
= 2In \/@_2 2arctg — +c.
z—1
Piiklad 6.2. Vypoctéte primitivni funkci k funkci E]

N
T+ xyx

na intervalu (0, 00).
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Reseni.

Va = \/_ _ x th? / t11 df —
gj\/—ﬂg\/— de = 12¢"de 5 +

— 12/(t—1)dt:6t2—12t+c=6%—12%+c.

6.2 Typ | R(z,vpx?+ qx +r) dz.

R = G2

je raciondlni funkce dvou promeénniych u, v a p, q, r € R, p # 0. UvaZujme integrdl

Necht

/R p:v2+q:c—|—r)d

Pokud m4 polynom pa? + gz + r
e dvojnasobny realny koten, pak jde o integraci racionalni funkce;

e dva ruzné realné koreny, pak muzeme prevést integrdl na integral typu
b b b
/R x, q\l/ax—i— 7q\2/ax+ ,...,qm&x+ dz;
cx+d \exr+d cr+d

e komplexni koreny, pak tento pripad snadno prevedeme jednoduchymi tipravami
a linedrni substituci na nasledujici tvar:

/R V1T 22)dz,

ktery dale muzeme pocitat s pouzitim:
(a) FEulerovy substituce

t*—1 t*+1
o de= g
2t 212
ktera prevede dany integral na integral z raciondlni funkce (substituce se
nekdy pise ve tvaru /1 + 22 =t — x);

(b) goniometrické substituce

r =

1

dt,
cos? t

r =tgt, dr =
ktera prevede dany integrdl na integrél z funkce R(cost,sint);
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(¢) hyperbolické substituce
x =sinht, dr = coshtdt, nebo x = cosht, dxr = sinhtdt,

kterda prevede dany integrdl na integral z funkce R(cosht,sinht). Ve
v8ech vyse uvedenych piipadech pouzivame Vétu 3.2 (Druhd substitucni
metoda).

Piiklad 6.3. Vypoctéte primitivni funkci k funkei E]
1
(x+4)V22 + 3z — 4

Reseni. Funkce je definovand na mnoziné (—oo, —4) U (1, 00). Uvazujme interval
(1,00) a pouzijeme Vétu 3.2. Pak

1
B
/(x+4) 2?2 +3x—4 ! (z+4)2,/2L

z+4
_ [z _ 4t2+1
= b= w+
dx = (=5 ) dt

42\2
_ /(1 N U
25t (1—152)2

r—1
= dt =
/ cra €

Integrdly typu

A
[
ar? 4+ bx +c

kde A, B, a, b, ¢ € R, A #£ 0, a # 0, lze Tesit vyhodné tak, Ze je prevedeme

na soucet integrali
f'(x)
dr + L /
f(x)

! dz
V(@)

které 71z snadno vypocteme.
Piiklad 6.4. Vypoctéte primitivni funkci k funkci @

r—1

V1—=2r— 22
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Reseni.

z—1 1 —2x — 2
= dx—2/
\/1—2x—x2 V1—2z— 22 /2 — (z+1
+1
= —\/1—21—x2—2arcsinL—|—c,
V2
kde z € (=1 — V2, —1 ++/2).
Piiklad 6.5. Vypoctéte integral
2
de na R.
Va?+2x +2
Reseni.
T+ 2 B / T+ 2 x4+l = u
Vit Tt T dr = du
u+1 1
= 7du:/7du+/7du
/\/1+u2 V14 u? V14 u?
= [l_l_IZv
kde
2 _ 2
Lo= |t TS = [as=s=ViT@ =V Tty
udu = sds

I, = In(u+Vv14+u?)=n(r+1+Va?+2z+2).

Celkem dostavame

2
2I++2+2dx:\/:c2—|—2:c—|—2+ln(x+1—|—\/w2—|—2:c+2)+c
x x

pro x € R.

Piiklad 6.6. Vypoctéte primitivni funkci k funkci

1
V1422
na R.
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Reseni. Zvolime Eulerovu substituci podle bodu (a), kde t € (0,00) a pouzijeme
Vétu 3.2.

-1
1 T =
[ - 2
2 t 1
Vit do = 22‘2 dt

B 1 t2+1dt
- / IERCEETE

4¢2

1 2+ 1 1
:/ o dt:/gdtzlnt

4t2

= ln<x+\/1+x2>+c.

Piiklad 6.7. Vypoctéte primitivni funkci k funkci @
V1+ 22

na R.
Reseni. Zvolime hyperbolickou substituci podle bodu (c), kde t € (—o0, 00).

/mdx _ ‘ xr = sinht t = argsinhx

dr = coshtdt

= / 1 + sinh? ¢t cosht dt = / cosh? t dt

1 1 1
= 2/(1+cosh2t)dt:2(t+281nh2t)

1
(t +sinht cosht) = 3 (t + sinh ¢\/1 4 sinh? t)
(argsinh AV x2)
[ln(:p +V1i+a2?)+avl+ xﬂ +c.

N — DN — DN -

Poznamka 6.1. Predesly piiklad lze téz tesit metodou per partes pri soucasném O
vyuziti vysledku z Piikladu 6.6 tohoto odstavce.

Piiklad 6.8. Vypoctéte integral (74
°

/x\/1—4x—x2dx.
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Reseni. Dana funkce je definovand pro z € (=2 — 2v/5, —2 + 2/5).

2 z+2
/x\/1—4x—x2dx = \/g/x 1— LH de=| V5 Y
V5 dz = +/bdu

= 5/(\/5u—2)\/1—7u2du
_ 5\/5/u\/1—7u2du—10/\/1—7u2du

- 5\/5]1—]_0]2,
kde
1—U2 = 52 2 1 3 1 2 D)
L = | wdu — sds ——/s ds-—gs ——g(l—u)\/l—u
1
= — (1 -4z —2*)V1 — 4z — 22,
15\/3( )
I, = /\/1—u2du.
Dle Priikladu 3.2 pak méame

I, = ; (arcsinu +uv1— uz)

1 [+ 2 +l‘+2 T 1 5
= — |arcsin v1—4x — 22| .
2 V5 5

Celkem dostavame
/ V1 -4z — 22 dx
1
= _g\/(l — 4o — 22 — (z+2)V1 — 4o — 2% — 5 arcsin —

+2+
C
V5

pro x € (—2 — 2v/5, =2 + 2v/5).

Priklad 6.9. Vypoctéte integral

/ (22— Sm dz.

Reseni. Integrovand funkce je definovana pro z € (—1,1).

1—22 = o2 (1—u?)? 1, 1
I = | cdr — —uduy _/7@ dt—gu —2u—;+c
1 1
= —(1—-a2>V1-22—-2V/1—-a2— —— +¢
3< ) V1—22
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Cviceni 6.1. Spoctéte dané integraly na danych oborech:

VI .
a) /1+\/de na (0,00);

VEEVE e (0.1):
by [ (0,1

c) /Hiii dz na (=1,1);

dr mna (—3,1);

d) / r—3
V3 —2x — x?
e) /\/x2+4x+3dx na (—1,00);

x
f /—dm na R.
) Vaz+r+1
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7

Kontrolni otazky.

Definujte primitivni funkci a neurcity integral a uved'te jejich zakladni vlast-
nosti.

Zmate néjaké neelementarni integraly? V ¢em spociva jejich neelementarnost?
Uved'te vétu o integraci metodou per partes.

Cim se lif 1. a 2. substituéni metoda? Zformulujte znéni odpovidajicich vét.
Vysvétlete myslenkovy postup vypoctu primitivni funkce k parcidlnim zlomkum

tvaru
Bx +C

(b2 gz + 1)

kde polynom ve jmenovateli ma komplexni kofeny.

Vysvétlete postup pfi integraci racionalni funkce.

Odvod'te rekurentni vztah pro vypocet integralu

1
——dt.
/ (12 + a?)*
Co je cilem substituci pii feseni [ R(sinz, cosx)dxz?
Jak se Tesi integraly typu [ sin ax - sin Sz dx apod. ?
Odvod'te, éemu se rovna sin x, cos x pii substituci tg 5
Popiste postup pri feseni integralu tvaru

Ax + B
dzx.
var?+bxr +c

Jak lze vypocitat integraly tvaru [ vax? + bx + cdx?
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Autotest.

Spoctéte dané integraly na danych oborech:

9

1) 3+Inzx
xv/Inx —4
2) /6_29: sin(3z+2) dr naR;

cos 2x T 37
5 [ gy (<17,
) COSZT + Sinx o 4’ 4

dz na (0,2);

dzr na (O,e4);

1
/\/293—952
1 —2sin’x T
5 /701 <0,>;
) sin® z cos x ona 2
or _ 3% 2
6) /(6”"3) dr nalR;

/ 2lnx + 7
ln x+lnx—2>

8) /xg\/:dx na (—oo,—1);

9) /Cos(Sx —1) cos 2

dr na;

dx na R;

10) /x2 cos’z dr naR.

Vysledky cviceni a autotestu.

Cviceni 2.1.

4

2 ,
%—1n]x|+5x{*/5+18\‘75+c;
2
4\/55(5174 —272% — 45) +¢;

S (2va—38) +ec
T+ Ccosx + ¢

r—sinx
2

+ ¢;

tgxr —x+c.
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Cviceni 3.1.

1 1 3
a) ——In|3—4z|+c=—-In(4z —3)+c¢ proxe(,oo
4 4 4
1
b .
) 3(:083x+c’
1
— 5 2)3 — 5v/5 2 .
c) 3\/( + x2) V5 + 2+
1,
d) 7 aresin x + ¢
>1 ‘ [B+2+
e) —arctg—— + ¢
pUE T T
2
f) aurcsim%jL +c.

Cviceni 3.2.

xsin(4z + 3) n cos(4x + 3)

a) 1 16 +c;
1, ,

b) §(2x — 22 8in 22 — cos 2x) + ¢;

) 2l S

¢) zloga — =5+

1
d) warctg3z — 8 In (1 + 9x2) +¢;

2x

e) 62—9 (5sinbx + 2 cosbx) + ¢;

Cviceni 4.1.
2x+5
V3

22
a) 2In (wQ + 52 + 7) - arctg

V3

D 1
b) gln|x—1|+§ln|x—l—2|+c;

+ ¢

) ! +1 = +
C r— —= n C;
212 le—2] 7
2
1
Q) mZrrel

]

e) Inz*vVa?—2r+2+¢;
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£ 2lnz — 1

d
f) “In|ln*z —Inz+ 1|+ arct
Cviceni 5.1.
a) arctg(cosz) — cosx + ¢;

cos’x  2cosPx  costz
b) — 5 + s T4 + ¢

1
¢) 56032x—2cosx+31n]cosx+2\ +¢;

1 tgx
d) ﬁarctg <5§> +
tgx '
tgxr+3 ’

In

1
3

1 2tgs —1
f) —arctgL+c.

V3 V5

Cviceni 6.1.
a) 1 —2vVr+2ln(yz+1)+¢
b) 4vr +6x +24 Yz +24In| Vo — 1] + ¢

1
c) 2arctg 1+x V1—22+¢

_x_
. (x+1
d) —v3—2zx—2%—4 arcsin <2> +¢;

1 1
e) 1(2x+4)\/:c2+4x+3—51n(m—0—2+\/:€2+4:€+3)+c;

1.2 1+ Va2 1
f) —iln v +\/§ T +vVe4+zr+1+c

Autotest. 8

21
1) 2\3/ (Inz —4)° + ?\3/ (Inz —4)* + ¢

-2

3 (3cos (3z + 2) + 2sin (3z + 2)) + ¢;

3) sinz +cosz +¢;

4) arcsin (z — 1) + ¢
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1 2
+— +1Injtgz| + ¢

C2tglx | tgx
2\" _ (3\*
—(3) lng(z) —2x 4+ ¢

1( T2 arets( +1))+
— | arc T C;
2\x2+2x+2 & ’

5 <x+1>4/5 5(x+1)9/5+
2 _ 9 o
4 T 9 T ’

3s' 10£E—1+3S_ 8x—5+
—sin ——— + —sin— +¢;
20 3 16 3 ’

1 1 1
6353 + Zx2 sin 2x + Zw Ccos 2x — 3 sin 2x + c.
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A Vzorova zadani kontrolnich testu.

Matematika, 1. semestr Zpracoval:
Test ¢. 3 JMENO0: .

1. Vhodnymi upravami vypoctéte integraly:

a)/(l_x)de b)/1+sin2x—|—2(:os2xdx

/T 1 — cos2x

C)/1+c052x-sin2’2”dx d)/3x4—7$2+5d$
cos? x 2 +1

2. Vhodnou substituci feste integraly:

1 1
—d b / d
a)/4x2—|—4x+5 v V] Viter 52 @
T 5
—d d /—d
C)/(1+x2)3 v ) z(3—=5Inx) ‘

3. Metodou per partes vypoctéte:

a) /(x —1)?sin(2z — 1) dz b) /62z - cos 3z dz
c) / arcsin® r dx d) / Vrin®zda
e) /\/3+433—£E2d$

pE. | 1a[ 1b| 1c| 1d| 2a| 2b] 2c | 2d] 3a| 3b| 3c | 3d| 3e| D[ opravil(a) |

max.bodu |2 |2 |2 [2 |2 (2 |2 (2 |4 (4 |4 |4 |4 ]36

zis. bodu




Matematika, 1. semestr
Test ¢. 4

Zpracoval:
JMENO: .

Adresa: ..o

1. Vypoctéte integraly raciondlnich funkei:

3 —1

423 — x

a) dz

X
by/ﬁijdx

x?—2x -7
c)/ dz
x4+ 222 —8xr + 5

2. Vhodnymi substitucemi feste integraly:

rAl L

Tr — 2
2x — 10

V1+x— 22

a)
)

1
e) / _—
sin® z - cos® x

ST +1 1
b)/vx—1'@+¢xx—ndx

-
da 4y [T g,

2+ cosx

dx

pr. H la ‘

1b ‘ lc ‘2a ‘2b ‘20 ‘Qd ‘Qe ‘ZH opravil(a) ‘

max. bodu || 4

4 |4 14 |4 |4 |4 |4 |32

z{s. bodu
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